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Ejercicio 1. Opción A. Álgebra

En una obra, para transportar la tierra extraída para la construcción de los cimientos de un
edi�cio, se usan tres tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los camiones de tipo A tienen
una capacidad de 14 toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas.
Habría que traer un camión más de tipo A para igualar al número de camiones restantes. El
10% de la capacidad de todos los camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor
tonelaje. Hoy, realizando un único viaje cada camión a máxima capacidad, se han extraído de
la obra 302 toneladas de tierra. ¾Cuanta tierra ha sido transportada hoy por los camiones de
cada tipo?

Solución:

¾Cuanta tierra ha sido transportada hoy por los camiones de cada tipo?

Sean X,Y, Z el número de camiones de tipo A, B y C respectivamente:

Planteamos el sistema de ecuaciones:

1. Número de camiones: X + 1 = Y + Z =⇒ X − Y − Z = −1.
2. Capacidad B vs C: 0.10× (Y × 24) = 1

7 × (Z × 28) =⇒ 2.4B = 4Z =⇒ 3Y − 5Z = 0.
3. Transporte total: 14X + 24Y + 28Z = 302. Dividiendo por 2: 7X + 12Y + 14Z = 151.

El sistema es: 
X − Y − Z = −1

3X − 5Y = 0

7X + 12Y + 14Z = 151

Discusión del sistema (Teorema de Rouché-Frobenius): La matriz de coe�cientes (M) y la ampliada (M*)
son:

M =

1 −1 −1
0 3 −5
7 12 14

 , (M |M∗) =

 1 −1 −1 −1
0 3 −5 0
7 12 14 151


Calculamos |M |: |M | = 1(42 − (−60)) − (−1)(0 − (−35)) + (−1)(0 − 21) = 102 + 35 + 21 = 158. Como
|M | = 158 ̸= 0, Rg(M) = 3 = Rg(M∗) = nº incógnitas. El sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).

El sistema es Compatible Determinado (S.C.D.)

Resolución del sistema (Regla de Cramer):

|M | = 158

|MX | =

∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1
0 3 −5
151 12 14

∣∣∣∣∣∣ = −1(42 + 60) + 1(0 + 755)− 1(0− 453) = −102 + 755 + 453 = 1106

|MY | =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1
0 0 −5
7 151 14

∣∣∣∣∣∣ = −(−1)(0− (−35)) + 0− (−5)(151− 0) = 35 + 755 = 790

|MZ | =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1
0 3 0
7 12 151

∣∣∣∣∣∣ = 1(3(151)− 0)− (−1)(0− 0) + (−1)(0− 21) = 453 + 21 = 474
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X =
|MA|
|M |

=
1106

158
= 7

Y =
|MB |
|M |

=
790

158
= 5

Z =
|MC |
|M |

=
474

158
= 3

La tierra transportada por cada tipo es: Tipo A: 7×14t = 98 toneladas. Tipo B: 5×24t = 120 toneladas.
Tipo C: 3× 28t = 84 toneladas.

Tipo A: 98 toneladas, Tipo B: 120 toneladas, Tipo C: 84 toneladas.

2



Matemáticas II. Madrid 2023, Ordinaria

Ejercicio 2. Opción A. Análisis

Dada la función f(x) = 3
√

(x2 − 1)2, se pide:

a) Estudiar si es par o impar.
b) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1.
c) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

Solución:

a) Estudiar si es par o impar.

Calculamos f(−x):

f(−x) = 3
√
((−x)2 − 1)2 = 3

√
(x2 − 1)2 = f(x).

Como f(−x) = f(x), la función es par.

La función es par.

b) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1.

Escribimos f(x) = (x2 − 1)2/3.
Calculamos la derivada f ′(x) para x ̸= ±1:

f ′(x) =
2

3
(x2 − 1)−1/3 · (2x) = 4x

3 3
√
x2 − 1

.

La derivada no está de�nida en x = 1. Estudiamos los límites laterales de f ′(x) cuando x → 1:

lim
x→1+

f ′(x) = lim
x→1+

4x

3 3
√
x2 − 1

=
4

3 · 0+
= +∞.

lim
x→1−

f ′(x) = lim
x→1−

4x

3 3
√
x2 − 1

=
4

3 · 0−
= −∞.

Como los límites son in�nitos, la función no es derivable en x = 1.

La función no es derivable en x = 1.

c) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

Los puntos críticos son donde f ′(x) = 0 o donde f no es derivable. f ′(x) = 0 =⇒ 4x = 0 =⇒ x = 0.
Puntos de no derivabilidad: x = 1 y x = −1.
Puntos críticos a estudiar: x = −1, x = 0, x = 1.
Estudiamos el signo de f ′(x) = 4x

3 3√x2−1
:

Intervalo (−∞,−1) (−1, 0) (0, 1) (1,+∞)
Signo f ′(x) − + − +

Comportamiento f(x) Decreciente ↘ Creciente ↗ Decreciente ↘ Creciente ↗

De la tabla:
En x = −1, pasa de decreciente a creciente =⇒ Mínimo relativo. f(−1) = 0.
En x = 0, pasa de creciente a decreciente =⇒ Máximo relativo. f(0) = 1.
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En x = 1, pasa de decreciente a creciente =⇒ Mínimo relativo. f(1) = 0.
Extremos absolutos: Como f(x) = 3

√
(x2 − 1)2 ≥ 0 para todo x, los mínimos relativos en x = −1 y

x = 1 con valor 0 son también mínimos absolutos. limx→±∞ f(x) = +∞, por lo que no hay máximo
absoluto.

Mínimos relativos y absolutos en (−1, 0) y (1, 0). Máximo relativo en (0, 1)
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Ejercicio 3. Opción A. Geometría

Sean los puntos A(1,−2, 3), B(0, 2,−1) y C(2, 1, 0). Se pide:

a) Comprobar que forman un triángulo T y hallar una ecuación del plano que los contiene.
b) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1.
c) Determinar el perímetro del triángulo T.

Solución:

a) Comprobar que forman un triángulo T y hallar una ecuación del plano que los contiene.

Calculamos A⃗B = (−1, 4,−4) y A⃗C = (1, 3,−3). Como −1
1 ̸= 4

3 , los vectores no son proporcionales y

los puntos no están alineados, formando un triángulo T. El plano π que los contiene pasa por A y tiene
vectores directores A⃗B y A⃗C. ∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 2 z − 3
−1 4 −4
1 3 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0

(x− 1)(0)− (y + 2)(7) + (z − 3)(−7) = 0

−7(y + 2)− 7(z − 3) = 0 =⇒ y + 2 + z − 3 = 0 =⇒ y + z − 1 = 0.

Los puntos forman un triángulo. Plano: y + z − 1 = 0.

b) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1. Recta r por

A y B: Punto A(1,−2, 3), vector A⃗B = (−1, 4,−4). Paramétricas: x = 1− λ, y = −2 + 4λ, z = 3− 4λ.
Intersección con z = 1: 3 − 4λ = 1 =⇒ 4λ = 2 =⇒ λ = 1/2. Punto: x = 1 − 1/2 = 1/2,
y = −2 + 4(1/2) = 0, z = 1.

El punto de corte es

(
1

2
, 0, 1

)
.

c) Determinar el perímetro del triángulo T. Perímetro P = |A⃗B|+|A⃗C|+|B⃗C|. |A⃗B| =
√
(−1)2 + 42 + (−4)2 =

√
1 + 16 + 16 =

√
33. |A⃗C| =

√
12 + 32 + (−3)2 =

√
1 + 9 + 9 =

√
19. B⃗C = C − B = (2,−1, 1).

|B⃗C| =
√
22 + (−1)2 + 12 =

√
4 + 1 + 1 =

√
6.

Perímetro =
√
33 +

√
19 +

√
6 u

5



Matemáticas II. Madrid 2023, Ordinaria

Ejercicio 4. Opción A. Probabilidad

Se tiene un suceso A de probabilidad P (A) = 0.3.

a) Un suceso B de probabilidad P (B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P (A ∪ B).
b) Otro suceso C cumple P (C|A) = 0.5. Determine P (A ∩ C).
c) Si se tiene un suceso D tal que P (A|D) = 0.2 y P (D|A) = 0.5, calcule P (D).

Solución:

a) Un suceso B de probabilidad P (B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P (A ∪ B).
P (A) = 0.3, P (B) = 0.5. A y B independientes =⇒ P (A ∩ B) = P (A)P (B) = (0.3)(0.5) = 0.15.

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = 0.3 + 0.5− 0.15 = 0.65.

P (A ∪ B) = 0.65

b) Otro suceso C cumple P (C|A) = 0.5. Determine P (A ∩ C). P (A ∩ C) = P (A)− P (A ∩ C).

P (C|A) = P (A∩C)/P (A) =⇒ P (A∩C) = P (C|A)P (A) = (0.5)(0.3) = 0.15. P (A∩C) = 0.3−0.15 =
0.15.

P (A ∩ C) = 0.15

c) Si se tiene un suceso D tal que P (A|D) = 0.2 y P (D|A) = 0.5, calcule P (D). P (A∩D) =

P (D|A)P (A) = (0.5)(0.3) = 0.15. P (A|D) = P (A ∩ D)/P (D) =⇒ 0.2 = 0.15/P (D). P (D) =
0.15/0.2 = 15/20 = 3/4 = 0.75.

P (D) = 0.75
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Ejercicio 1. Opción B. Álgebra

Dado el sistema 
(a + 1)x + 4y = 0,

(a − 1)y + z = 3,

4x + 2ay + z = 3

se pide:

a) Discutirlo en función del parámetro a.
b) Resolverlo para a = 3.
c) Resolverlo para a = 5.

Solución:

a) Discutirlo en función del parámetro a. Discusión del sistema (Teorema de Rouché-Frobenius):

Matriz de coe�cientes A y ampliada A*:

A =

a+ 1 4 0
0 a− 1 1
4 2a 1

 , (A|A∗) =

 a+ 1 4 0 0
0 a− 1 1 3
4 2a 1 3


|A| = (a+ 1)(a− 1− 2a)− 4(0− 4) = (a+ 1)(−a− 1) + 16 = 16− (a+ 1)2. |A| = 0 =⇒ (a+ 1)2 =
16 =⇒ a+ 1 = ±4. Valores críticos: a = 3 y a = −5.

Caso 1: Si a ̸= 3 y a ̸= −5. |A| ≠ 0 =⇒ Rg(A) = 3 = Rg(A∗) = n =⇒ S.C.D.

Caso 2: Si a = 3.

(A|A∗) =

 4 4 0 0
0 2 1 3
4 6 1 3


|A| = 0. Rg(A) = 2 (ej: menor

∣∣∣∣4 4
0 2

∣∣∣∣ ̸= 0). Menor de A∗ (C1, C2, C4):

∣∣∣∣∣∣
4 4 0
0 2 3
4 6 3

∣∣∣∣∣∣ = 0. Rg(A∗) = 2.

Rg(A) = Rg(A∗) = 2 < 3 =⇒ S.C.I.

Caso 3: Si a = −5.

(A|A∗) =

 −4 4 0 0
0 −6 1 3
4 −10 1 3


|A| = 0. Rg(A) = 2 (ej: menor

∣∣∣∣−4 4
0 −6

∣∣∣∣ ̸= 0). Menor de A∗ (C1, C2, C4):

∣∣∣∣∣∣
−4 4 0
0 −6 3
4 −10 3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Rg(A∗) = 2. Rg(A) = Rg(A∗) = 2 < 3 =⇒ S.C.I.

Si a ̸= 3, a ̸= −5 =⇒ S.C.D. Si a = 3 o a = −5 =⇒ S.C.I.

b) Resolverlo para a = 3. Para a = 3, es S.C.I. El sistema es equivalente a:

{
4x+ 4y = 0

2y + z = 3
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De (1): x = −y. Sea y = t, t ∈ R. Entonces x = −t. De (2): z = 3− 2y = 3− 2t.

Para a = 3, la solución es (x, y, z) = (−t, t, 3 − 2t), t ∈ R.

c) Resolverlo para a = 5. Para a = 5, es S.C.D. El sistema es:


6x+ 4y = 0

4y + z = 3

4x+ 10y + z = 3

|A| = 16− (5 + 1)2 = 16− 36 = −20. Usamos la Regla de Cramer:

|Ax| =

∣∣∣∣∣∣
0 4 0
3 4 1
3 10 1

∣∣∣∣∣∣ = −4(3− 3) = 0

|Ay| =

∣∣∣∣∣∣
6 0 0
0 3 1
4 3 1

∣∣∣∣∣∣ = 6(3− 3) = 0

|Az| =

∣∣∣∣∣∣
6 4 0
0 4 3
4 10 3

∣∣∣∣∣∣ = 6(12− 30)− 4(0− 12) = 6(−18)− 4(−12) = −108 + 48 = −60

x = 0/(−20) = 0

y = 0/(−20) = 0

z = −60/(−20) = 3

Para a = 5, la solución es (x, y, z) = (0, 0, 3).
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Ejercicio 2. Opción B. Análisis

Dada la función real de variable real de�nida sobre su dominio como

f(x) =


x2

2 + x2
si x ≤ −1,

2x2

3 − 3x
si x > −1

se pide:

a) Estudiar la continuidad de la función en R.

b) Calcular el siguiente límite: limx→−∞ f(x)2x
2−1.

c) Calcular la siguiente integral:
∫ 0

−1
f(x)dx.

Solución:

a) Estudiar la continuidad de la función en R.

Continuidad por trozos: Para x < −1, f(x) = x2

2+x2 es continua (cociente de polinomios, denominador
nunca 0).

Para x > −1, f(x) = 2x2

3−3x es continua excepto donde 3− 3x = 0, i.e., x = 1.
Continuidad en x = −1:
f(−1) = (−1)2

2+(−1)2 = 1/3.

limx→−1− f(x) = limx→−1−
x2

2+x2 = 1/3.

limx→−1+ f(x) = limx→−1+
2x2

3−3x = 2(−1)2

3−3(−1) = 2/6 = 1/3.

Como los límites laterales y el valor de la función coinciden, f es continua en x = −1.

La función es continua en R − {1}.

b) Calcular el siguiente límite: limx→−∞ f(x)2x
2−1.

Para x → −∞, f(x) = x2

2+x2 .

L = lim
x→−∞

(
x2

2 + x2

)2x2−1

Base → 1. Exponente → +∞. Indeterminación 1∞ L = eK , donde K = limx→−∞(2x2−1)
(

x2

2+x2 − 1
)
.

K = lim
x→−∞

(2x2 − 1)

(
−2

2 + x2

)
= lim

x→−∞

−4x2 + 2

x2 + 2
= −4

L = e−4

lim
x→−∞

f(x)2x
2−1 = e−4

c) Calcular la siguiente integral:
∫ 0

−1
f(x)dx.

En [−1, 0], x > −1, usamos f(x) = 2x2

3−3x .
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I =

∫ 0

−1

2x2

3(1− x)
dx =

2

3

∫ 0

−1

x2

1− x
dx

Descomponemos el integrando:
x2

1− x
= −x− 1− 1

x− 1

I =
2

3

∫ 0

−1

(−x− 1− 1

x− 1
)dx

I =
2

3

[
−x2

2
− x− ln |x− 1|

]0
−1

I =
2

3
[(0− 0− ln | − 1|)− (− (−1)2

2
− (−1)− ln | − 1− 1|)]

I =
2

3
[(0)− (−1

2
+ 1− ln(2))] =

2

3
[−(

1

2
− ln 2)]

I =
2

3
[−1

2
+ ln 2] = −1

3
+

2

3
ln 2

∫ 0

−1

f(x)dx = −
1

3
+

2

3
ln(2)
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Ejercicio 3. Opción B. Geometría

Dada la recta r ≡ x−1
2

= y
1
= z+1

−2
, el plano π : x − z = 2 y el punto A(1, 1, 1) se pide:

a) Estudiar la posición relativa de r y π y calcular su intersección, si existe.
b) Calcular la proyección ortogonal del punto A sobre el plano π.
c) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r.

Solución:

a) Estudiar la posición relativa de r y π y calcular su intersección, si existe.

r: Pr(1, 0,−1), d⃗r = (2, 1,−2). π : x− z − 2 = 0, n⃗π = (1, 0,−1).

d⃗r · n⃗π = (2)(1) + (1)(0) + (−2)(−1) = 2 + 0 + 2 = 4 ̸= 0. La recta y el plano se cortan en un único
punto.
Para encontrar la intersección:
Paramétricas de r: x = 1 + 2t, y = t, z = −1− 2t.
Sustituimos en

π : (1 + 2t)− (−1− 2t)− 2 = 0 =⇒ 1 + 2t+ 1 + 2t− 2 = 0 =⇒ 4t = 0 =⇒ t = 0

Punto de intersección I: (1 + 0, 0,−1− 0) = (1, 0,−1).

La recta y el plano se cortan en el punto I(1, 0,−1).

b) Calcular la proyección ortogonal del punto A sobre el plano π.

Sea A′ la proyección de A(1, 1, 1) sobre π : x− z − 2 = 0.

Recta p perpendicular a π por A: d⃗p = n⃗π = (1, 0,−1). p : x = 1 + t, y = 1, z = 1− t.
Para encontrar la intersección:

A′ = p ∩ π : (1 + t)− (1− t)− 2 = 0 =⇒ 2t− 2 = 0 =⇒ t = 1

A′ = (1 + 1, 1, 1− 1) = (2, 1, 0).

La proyección ortogonal es A′(2, 1, 0).

c) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r.

Sea A′′ el simétrico de A(1, 1, 1) respecto a r.
Primero, buscaremos el Plano π perpendicular a r por A:
n⃗π = d⃗r = (2, 1,−2). 2(x− 1) + 1(y − 1)− 2(z − 1) = 0 =⇒ 2x+ y − 2z − 1 = 0.
M = r ∩ π. r : x = 1 + 2t, y = t, z = −1− 2t.

2(1 + 2t) + (t)− 2(−1− 2t)− 1 = 0 =⇒ 2 + 4t+ t+ 2 + 4t− 1 = 0 =⇒ 9t+ 3 = 0 =⇒ t = −1/3

M(1− 2/3,−1/3,−1 + 2/3) = (1/3,−1/3,−1/3)

M es punto medio de AA′′. A′′ = 2M −A.

A′′ = 2(1/3,−1/3,−1/3)− (1, 1, 1) = (2/3− 1,−2/3− 1,−2/3− 1) = (−1/3,−5/3,−5/3)

El punto simétrico es A′′
(
−

1

3
,−

5

3
,−

5

3

)
.
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Ejercicio 4. Opción B. Probabilidad

La longitud de la sardina del Pací�co (Sardinops sagax) se puede considerar que es una variable
aleatoria con distribución normal de media 175 mm y desviación típica 25.75 mm.

a) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de calidad
aquellas con una longitud superior a 16 cm. ¾Qué porcentaje de las sardinas capturadas
por un buque pesquero serán de la calidad que espera la empresa envasadora?

b) Hallar una longitud t < 175 mm tal que entre t y 175 mm estén el 18% de las sardinas
capturadas.

c) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al mar
las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequeñas. ¾Cuál es
la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequeña?

Solución:

a) ¾Qué porcentaje de las sardinas capturadas por un buque pesquero serán de la calidad
que espera la empresa envasadora?

X ∼ N(µ = 175, σ = 25.75). Calidad si X > 160 mm. Z = (X − µ)/σ. P (X > 160) = P (Z >
(160− 175)/25.75) = P (Z > −15/25.75) ≈ P (Z > −0.58). P (Z > −0.58) = P (Z < 0.58) ≈ 0.7190.

Porcentaje: 71.90%.

El porcentaje de sardinas de calidad es del 71.90%.

b) Hallar una longitud t < 175 mm tal que entre t y 175 mm estén el 18% de las sardinas
capturadas.

Buscamos t tal que P (t < X < 175) = 0.18.

P (
t− 175

25.75
< Z <

175− 175

25.75
) = P (zt < Z < 0) = 0.18

Φ(0)− Φ(zt) = 0.18 =⇒ 0.5− Φ(zt) = 0.18 =⇒ Φ(zt) = 0.32

Buscamos z′′ tal que Φ(z′′) = 1− 0.32 = 0.68. En la tabla, z′′ ≈ 0.47.

Como Φ(zt) < 0.5, zt es negativo. zt = −z′′ ≈ −0.47. t−175
25.75 = −0.47 =⇒ t = 175 − 0.47(25.75) ≈

175− 12.1025 ≈ 162.8975.
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La longitud es t ≈ 162.9 mm.

c) ¾Cuál es la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por
pequeña?

Pequeña si X < 150 mm.

p = P (X < 150) = P (Z < (150− 175)/25.75) = P (Z < −25/25.75) ≈ P (Z < −0.97)

P (Z < −0.97) = 1− P (Z ≤ 0.97) ≈ 1− 0.8340 = 0.166

Sea Y = número de sardinas pequeñas en un lote de n = 10. Y ∼ B(10, 0.166)P (Y ≥ 1) = 1−P (Y = 0).

P (Y = 0) =

(
10

0

)
(0.166)0(1− 0.166)10 = (0.834)10 ≈ 0.1628

P (Y ≥ 1) = 1− 0.1628 ≈ 0.8372

P (Y ≥ 1) ≈ 0.8372
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